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Some useful references

▶ Polynomial basics: Axler (1997, Ch. 4)

▶ Eigenvalue/vector basics: Axler (1997, Ch. 5,10), Horn and
Johnson (1985, Ch. 1)

▶ More advanced results: Axler (1997, Ch. 8-9)
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講義内容

1. 不変部分空間と固有値，固有ベクトル
2. 議論を導く疑問，理論の礎をなす結果
3. やや入り組んだ話題
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1. 不変部分空間と固有値，固有ベクトル
2. 議論を導く疑問，理論の礎をなす結果
3. やや入り組んだ話題
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重要な着想，其の一．作用素の冪乗

線型作用素には，一般の線型写像のもたない良い性質がある．

例示：U ̸= V として S ∈ L(U, V )を取ると，

S(u) ∈ V, S(S(u))は当然，定義されていない．

よって擬似の積 SSは無意味である．

(*)しかし，作用素 T ∈ L(U)となると，

Tm(u) ..= (T · · ·T )︸ ︷︷ ︸
m-product

(u)

はきちんと定まり，もちろん Tm ∈ L(U)も成立する．
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重要な着想，其の二．集合の不変性
Defn. T ∈ L(U)を取って，部分集合E ⊂ U が T -不変 (invariant
under T )であるとは，以下のことをいう．

T (w) ∈ E, ∀w ∈ E.

無論，T -不変なE ⊂ V では，任意の w ∈ Eは以下を充たす．

Tm(w) ∈ E, m > 0.

したがって T によって生成される「動的な振る舞い」について論
じることはごく自然．つまり，

w(k)
..= T k(w), k = 0, 1, 2, . . .

の成り行きに着目するのである (T 0 ..= I)．

Comment. これらの概念はエルゴード理論の中枢に根づく：

{エルゴード理論 } ≈ {動的系 } ∩ {測度論 (特に確率)}.
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いくつかの事例

Example. (*)任意の T ∈ L(U)を取る．

▶ U と {0}は T -不変である．
▶ rangeT も nullT も T -不変．

(*) T ∈ L(Pk(R))を (Tp)(·) ..= p′(·)と定める．すると Pl(R)はあ
らゆる l ≤ kに対して T -不変である．

(*)部分空間W ⊂ U が T 不変で，また dimW = 1とする．この
とき，w0 ∈ W が存在し，

T (w0) = αw0.

この等式は次のネタを予言している．
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作用素の固有値と固有ベクトル
線型空間の要素のなかでも，作用素を経てもとのベクトルのスカ
ラー倍に写像される要素はその関数自体について多くの情報を
含む．

体 F(R or C)上の線型空間 U を考える．dimU < ∞とする．

Defn. T ∈ L(U)について，ある α ∈ Fが

Tu = αu

を u ̸= 0に対して充たすとき，αを T の固有値 (eigenvalue)と
いう．
σ(T ) ..= {α ∈ F : α an eigenvalue of T}を T のスペクトル
(spectrum)という．

α ∈ σ(T )について，Tv = αvならば，vを αに対する固有ベクト
ル (eigenvector)という．
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作用素の固有値と固有ベクトル

固有ベクトルから出発すれば，先ほどの T ダイナミクスは至って
シンプル：

Tm(u) = αmu

となって，固有値 αさえ知っていれば十分である．
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基本的な性質等々 1
(*) α ∈ σ(T )に対する固有ベクトル uについて，当然 βuも同様に
αに対する固有ベクトルである (β ∈ Fは任意)．

(*)先ほどの不変空間に関する考察を少し深めると，

∃W ⊂ U,dimW = 1, T -invariant ⇐⇒ T has an eigenvalue,

が確認でき，良い特徴づけが得られる．

(*)有用な結果として，

α ∈ σ(T ) ⇐⇒ (T − αI) ∈ L(U)が非可逆である

が成り立つ．右辺を非単射，非全射に置き換えても同様．

(*)したがって，α ∈ σ(T )を取って，

αに属する T の固有ベクトルの全体は U の部分空間である．
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基本的な性質等々 2

固有値が異なることには，特に意味があるのだろうか？

(**) α1, . . . , αm ∈ σ(T )を相異なる固有値，すなわち αi ̸= αj ,
i ̸= jとする．これらに対する非ゼロ固有ベクトル u1, . . . , umを
取る．そのとき，

{u1, . . . , um}は線型独立である．

(*)よって，T ∈ L(U)の相異なる最大の固有値の数は空間の次元
に制限され，具体的に |σ(T )| ≤ dimU．

このように簡単な性質を確かめていくうちに，自然が疑問がいく
つか思い浮かぶ. . .
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我々の理論構築を促す問いかけ

T ∈ L(U)，dimU < ∞を考える．

T が固有値をもつ条件とは何か？

T の相異なる固有値はいくつあるか？

スペクトル σ(T )から T について
どのような情報が読み取れるか？

T のスペクトル的情報は
その任意の表現行列にも共通するのか？

この講義で，各疑問に (ある程度)答えられるように議論を進めて
いく．
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作用素の多項式をつくる
T ∈ L(U)とおく．Tm ..= T · · ·T (0 < m個)の定義を思い出し，
T 0 ..= I とする．また T が可逆ならば以下も定めておく．

T−m ..= (T−1)m.

(*)すると，m,n ≥ 0に対して下記の等式が成立．

Tm+n = TmTn, (Tm)n = Tmn.

次に，関数 p : F → F，すなわち Pm(F)の元を取ると，その形式
が以下のとおり．

p(z) = a0 + a1z + · · ·+ amzm.

Defn. T ∈ L(U)について，任意の p ∈ Pm(F)に対して次の写像
を定義する．

p(T ) ..= a0I + a1T + · · ·+ amTm.

(*) p(T ) ∈ L(U)は明らかである．
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作用素の多項式：その性質
有用な理由：p(T )と pはまったく同様に分解可能！

(*)この事実を確認する．もちろん，p, q ∈ Pm(F)を取ると

(pq)(T ) = p(T )q(T ).

(*)さらに q(T )p(T ) = p(T )q(T )が得られる．

Example. 複素多項式の性質により，p ∈ Pm(C)について，c ̸= 0
が存在し，以下のように分解できる．

p(z) = c(z − λ1) · · · (z − λm)

λiが pの重複度 1以上の根． qi(z) ..= (z − λi), i = 1, . . . ,mおよ
び q0(z) ..= cと定めると，p = q0q1 · · · qmが成り立つ．した
がって，

a0I + a1T + · · ·+ amTm = p(T )

= (q0q1 · · · qm)(T )

= q0(T ) · · · qm(T )

= c(T − λ1I) · · · (T − λmI).
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固有値の存在
先ほど列挙した一つ目の問いに部分的には答える．

(**) C上の有限次元 U では，任意の T ∈ L(U)は

σ(T ) ̸= ∅
を充たす．すなわち，すべての複素線型作用素は固有値をもつ．

(*)したがって，複素線型空間 U における作用素 T を取ると，以
下を充たす基底Bが存在する．

M(T ;B) =


λ

0 ∗
...
0


この結果はのちほど触れるテーマに直結する．

Remark. 行列式は一度も使っていない (定義すら述べていない)に
注意． 13



スペクトルから読み取る作用素の性質

固有値の含む情報が表現行列にも共通かどうかは容易に確認で
きる．

(*) T ∈ L(U)と基底Bを取る．そのとき，

α ∈ σ(T ) ⇐⇒ α ∈ σ(M(T ;B)),

すなわち T の固有値は任意の表現行列の固有値と一致する．
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単純 (=疎)な表現行列と不変部分集合 1
M(T ;B)に T の情報が符号化されていることは確認済み．
そのなかでも特に「復号化」しやすいものに着目する．

目標：M(T ;B)がなるべく「単純」になるようにBを賢く選び
たい．

これが可能かどうかは，T のどの性質に依存するのだろうか．

Defn. A ∈ Fn×nが aij = 0, ∀ i > jを充たすとき，Aを上三角
(upper-triangular)という．

(*) T ∈ L(U)と基底B = {u1, . . . , un}を取る．以下は同値で
ある．

A M(T ;B)は上三角行列．
B T (uj) ∈ [{u1, . . . , uj}]，j = 1, . . . , n.
C [{u1, . . . , uj}]は T -不変，j = 1, . . . , n.

(*) T に上三角表現ができるならば，σ(T )は非空． 15



単純 (=疎)な表現行列と不変部分集合 2
上三角表現は恒等的に存在するのだろうか？
C上の空間 U に限定すれば，常に存在する．

(**)任意の T ∈ L(U)に対して，以下を充たす基底Bが存在する．

M(T ;B)は上三角行列.

証明について，σ(T )が非空であることを使って，U の次元に帰納
法を適用すれば議論が難なく進む．

(*) T ∈ L(U)の行列A ..= M(T ;B)が上三角とする．そのとき，

T は可逆である ⇐⇒ aii ̸= 0, i = 1, . . . , n.

嬉しいことに，Aから瞬時に T の可逆性が読み取れる．
双方に対偶を使った証明は円滑に展開できる．
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単純 (=疎)な表現行列と不変部分集合 3
さらに，作用素の固有値も楽々と上三角表現から読み取れる．

(*) T ∈ L(U)を取って dimU = nとする．A ..= M(T ;B)が上三
角となるBを取る．そのとき，

σ(T ) = {a11, . . . , ann}.

任意の α ∈ σ(T )を取ってM(T − αI;B)を調べると容易に確認
できる．

Defn. さらに単純な表現として，aij = 0,∀ i ̸= jを充たす対角
(diagonal)表現行列Aは特に都合が良い．

(*) T ∈ L(U)とB = {u1, . . . , un}について，次の特徴づけは確認
できる．

M(T ;B)が対角である ⇐⇒ 各 uiが T の固有ベクトル
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単純 (=疎)な表現行列と不変部分集合 4

「対角化できる」は「三角化できる」より遥に強い条件である．

Example. (*) T (z) ..= (z2, 0)と定める T : C2 → C2を考える．ま
ず 0が T ∈ L(C2)の唯一の固有値であることを確認．また，

{z ∈ C2 : z2 = 0}

は T の固有ベクトルの全体そのもの．したがって，T には対角表
現がない．

そのゆえ，Cの上でも，対角化できるとは限らない．

更なる悲報：Rだと，三角化すら保障できない. . .
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対角化の可能性を特徴づける
(*)これまでの結果を使って，T ∈ L(U)を取って dimU = nとお
くと，

|σ(T )| = n =⇒ M(T ;B)が対角となるBは存在する

ただし，この (十分)条件は強すぎて，必要ではない．

(**) dimU = nとおいて，相異なる固有値を
α1, . . . , αm ∈ σ(T ), 0 ≤ m ≤ nと表す．以下はすべて同値．

A M(T ;B)が対角行列となるBが存在．
B ∃B = (u1, . . . , un)，各 uiが T の固有ベクトル．
C T -不変性，dimUi = 1，また U = U1 ⊕ · · · ⊕ Unを充たす部
分空間 U1, . . . , Unが存在．

D U = null(T − α1I)⊕ · · · ⊕ null(T − αmI)

E dimU = dimnull(T − α1I) + · · ·+ dimnull(T − αmI)

もちろん，上記の場合でもすべての固有値が互いに異なる必要は
ない．
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実線型空間における固有値の存在 1
F = Rと限定すると，話がいささか厄介になる．
(*) R上の U で T ∈ L(U)を取る．σ(T )が空である場合，

=⇒ dimW = 1で T -不変なW ⊂ U は存在しない．

難しくなる原因は，実係数多項式の根の存在にかかわる．

(*)思い出そう．p(x) ..= x2 + ax+ bと定める多項式 (a, b ∈ R)に
ついて，

p(x) = (x− α1)(x− α2), α1, α2 ∈ R ⇐⇒ a2 ≥ 4b.

(**)非定値な p ∈ P(R)について，以下の分解が一意に定まる．

p(x) = c(x− α1) · · · (x− αm)(x2 + a1x+ b1) · · · (x2 + aMx+ bM ).

ここでm,M ≥ 0，また c, αi ∈ R, (ai, bi) ∈ R2，a2i < 4bi.
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実線型空間における固有値の存在 2

先述の事実を使って，この重要なケースについて考察する．

Cから Rへと視点を移すと，不変部分空間の存在をめぐる結果は
やむを得ず弱くなる．

(**) R上で U，1 ≤ dimU = nとおく．そのとき，以下を充たす
W ⊂ U は存在する．

W が T -不変で，1 ≤ dimW ≤ 2.

難点：不変部分空間があっても固有値は存在するとは限らない．
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実線型空間における固有値の存在 3

理想の状況ではないが，せめて以下のことは保障できる．

(**) R上の線型空間 U を考える．

dimU が奇数 =⇒ ∀T ∈ L(U), σ(T ) ̸= ∅.

dimU = 1ならば自明である．これを帰納法の base caseとして
議論は展開できる．
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少し奥深い疑問に答える

まず，以前に掲げた問いかけ

「 T の相異なる固有値はいくつあるか？」

にはまだ答えていない．さらに，関連する自然な疑問，たとえば

「三角化」と「対角化」の中間に位置する概念はあるか？

T 固有の情報だけで，有用な不変量は定義できるか？

にもある程度は答えたい．

多少の労力は要されるが，以降は上記の問いには答えていく．
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一般固有ベクトル 1
T ∈ L(U), dimU = nを取る．
α1, . . . , αmを T の相異なる固有値とする．m < nのときでも，

T が「十分な固有ベクトルを持ち合わせている」
(すなわち {u1, . . . , un}が U の基底となる T の固有ベクトル

u1, . . . , unが存在する)

=⇒ T はもっともは都合の良い線型写像である．

これを充たすには，n ≥ m個の「固有空間」，すなわち

null(T − αiI) = {u ∈ U : Tu = αiu}, i = 1, . . . ,m

の基底が U の基底をなす必要がある．

一般には，線型独立な固有ベクトルが足りず，対角化ができなく
なり，理想の空間分解などができない．
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一般固有ベクトル 2
この状況下でも同様な構造結果などを求めるなら，次の一般化が
重要である．

Defn. α ∈ Fを固定．u ∈ U について以下の等式，

(T − αI)k(u) = 0

を充たす整数 k > 0が存在するとき，uを T の一般化固有ベクト
ル (generalized eigenvector)という．

(*)このときに u ̸= 0ならば，αは α ∈ σ(T )，すなわち (通常の)固
有値．

Example. (*) T ∈ L(C3)を T (z) ..= (z1, 0, z3)と定める．
0, 1 ∈ σ(T )を示せ．α1

..= 0, α2
..= 1とおくと，以下は成立．

C3 = null(T − α1I)
2 ⊕ null(T − α2I).

この例はのちほど見る重要な結果の予告でもある．
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冪零作用素
Defn. S ∈ L(U)について，Sk = 0となる整数 k > 0が存在する
とき，Sを冪零 (nilpotent)という．

(*) U において，Sを冪零線型作用素とする．そのとき，

{0} = nullS0 ⊂ nullS ⊂ nullS2 ⊂ · · · ,

が成り立ち，また nullSm = nullSm+1となるようなmが存在す
るなら，

=⇒ nullSm = nullSl, ∀ l ≥ m.

(*) U が有限次元ならば，このような「極限」には必ず到達する．
実際，

nullSdimU = nullSdimU+1 = · · · .

(*)さらに，この U において S ∈ L(U)を取ると，

SdimU = 0.
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冪零作用素と一般化固有ベクトル

(*)先ほどの諸性質を用いて，α ∈ σ(T )について

null(T − αI)dimU = {αに属する T の一般化固有ベクトル }.

が成り立つことは容易に確かめることができる．

次は上記の概念が度々出てくる重要な話題に入る．
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重複度 1

T ∈ L(U)を取って，dimU = nとする．A ..= M(T ;B)が上三角
になるように基底Bを選ぶ．このとき，

σ(T ) = {a11, . . . , ann}

が成り立つ．したがって |σ(T )| < nならば，Aの対角成分には重
複する値がある．

M(T ;B)の対角成分の重複は
基底Bに依存するのか？

さらに，ある α ∈ σ(T )が何回 (いくつの対角成分に)
現れるか特徴づけられるか？

提案：αの重複度 = dimnull(T − αI)ではないか？
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重複度 2

Example. (*) T ∈ L(C2)が以下の表現行列をもつように定義する．

M(T ) =

[
5 1
0 5

]
ここで普通の基底でもって表現行列を生成．固有値 5は 2回出現
する．

しかし，dimnull(T − 5I) = 1は確認できるので，提案は失敗．

Defn. ちなみに，αに属する先ほどの「固有空間」の次元が
α ∈ σ(T )の幾何重複度 (geometric multiplicity)と呼ばれる．
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重複度 3
改善が必要．次の重要な結果は正しい方向を示してくれる．

(**) F上，T ∈ L(U)と α ∈ σ(T )を取る．M(T ;B)が上三角とな
るような基底Bについて，

αが dimnull(T − αI)dimU 回だけ対角成分に出現する．

Defn. したがって，「一般化固有空間」である null(T − αI)dimU

の次元を αの代数的重複度 (algebraic multiplicity)もしくは単に
重複度と呼ぶ．

(*) C上の U において，T ∈ L(U)を取る．相異なる固有値を
α1, . . . , αm．それぞれの重複度を d1, . . . , dmと表すと，

d1 + · · ·+ dm = dimU.

無論，幾何重複度だとこのような結果は得られない．
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(より直感的な)特性多項式 1

重複度をめぐる先ほどの議論は，線型作用素の「特性多項式」と
いう重要な概念と密接な関係にある．

学部の線型代数では，A ∈ Fn×nを取って，

det(αI −A)

を α ∈ Fの関数として考えることがしばしばある．

正方行列ならば議論はすんなりと進むが，現時点では課題が残っ
ている：

▶ 一般の T ∈ L(U)に対しても定義できるか？
▶ 線型作用素版の detT はまだ定義していない
▶ T 固有の性質を用いて特性多項式を定めたい (第二回から)
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(より直感的な)特性多項式 2
課題を踏まえて，任意の T のスペクトル的情報をとらえる自然な
多項式 qT を考える．

Defn. C上の U を考える．相異なる固有値 αi(重複度
di)i = 1, . . . ,mをもつ T ∈ L(U)を取る．T の特性多項式
(characteristic polynomial) qT を次のように定める．

qT (z) ..= (z − α1)
d1 · · · (z − αm)dm .

重要：この概念は C上の線型作用素に限定．

(*) T ∈ L(U)について，qT の次数は dimU．qT の根は T の固有
値にほかならない．

(**)簡潔な議論により，

qT (T ) ..= (T − α1I)
d1 · · · (T − αmI)dm = 0

は示せる．この結果は C上の Cayley-Hamilton定理そのもの．
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R上のUの場合はどうだろうか?
打つ手はあるが，R上での議論はいささか厄介．

上記と同様な結果は得られるが，Cほど簡潔な結果は望めない．

まず，「上三角化」ではなく，「区分的上三角化」で対応するしか
ない．

(**) R上の U で T ∈ L(U)を取る．以下の表現行列を成す基底B
は存在する．

M(T ;B) =

A1 ∗
. . .

0 Am


ここで各Aiは高々 2× 2の実行列 (1× 1もありうる)．また，Ai

が 2× 2ならば固有値は持たない．

最後の「固有値を持たない」性質は後ほど役に立つ．
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R上の重複度 1
次の結果を思い出そう．C上の T ∈ L(U)について，

T の相異なる固有値の重複度の和 = dimU が成り立つ．

Rだと，一般にはこのような結果は到底望めない (σ(T ) = ∅の場
合など)．

実際，固有値が存在しても，同様の結果が得られるとは限らない．

Example. (*)普通の基底で以下の表現行列をもつ T ∈ L(R3)を考
える．

M(T ) =

3 −1 2
3 2 −3
1 2 0

 .

1 ∈ σ(T )は明らかで，(1, 0, 1)が固有ベクトルとなる．さらに，
σ(T ) = {1}も確認できる．しかし，

dimnull(T − I)3 = 1 < dimR3

となってしまう．我々の議論はまだ不完全. . . 34



R上の重複度 2

理論には空白がある．固有値を補完するために新たな概念を導入
する必要がある．

M(T ;B) =

A1 ∗
. . .

0 Am

 ,

先ほど紹介したとおり，この「区分的上三角」形式はいつでもつ
くれる．

理論の空白を埋めるために，この 2× 2の区分行列が中心的な役
割を果たす．

どうすれば良いか．
動機 (出発点)：まず qT の定義を Rへと拡張しよう．
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Rへ qT を拡張しよう 1
Cのとき，任意の T ∈ L(U)を取って

M(T ;B) =

α1 ∗
. . .

0 αn

 ,

は常に得られる．αiたちの (代数的)重複度を利用して，
q
(i)
T (z) ..= (z − αi)を成分として qT を構築する：

qT ..= q
(1)
T · · · q(n)T

Rでは，以下の形式で我慢．

M(T ;B) =

A1 ∗
. . .

0 Am

 .

もしm = nでAi = [αi], i = 1, . . . , nならば元の qT はそのまま使
える．
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Rへ qT を拡張しよう 2
しかし一般に，m ≤ nとなって 2× 2区分行列Aiを扱う必要が出
てくる．

Heuristicとして「Cayley-Hamiltonが成り立つように」と心がける．
まず，dimU = 1の場合．M(T ;B) = [α1]は自明で，したがって

qT (T ) ..= q
(1)
T (T ) ..= (T − α1I) = 0.

(*)次は dimU = 2の場合．B = (u1, u2)とおく．そのとき，

M(T ;B) =

[
a c
b d

]
ならば (z − a)(z − d)を見るのは自然であろう．容易に

(T − aI)(T − dI)(ui) = bcui, i = 1, 2.

と確認できるので，(T − aI)(T − dI)− bcI = 0が判明．良い方
向が見えてきた．
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Rへ qT を拡張しよう 3

特性多項式を拡張する道筋が見えつつある．
R上の U でM(T ;B)の上三角区分行列をAi, i = 1, . . . ,mで
表す．

q
(i)
T (z) ..=

{
(z − a) if Ai = [a]

(z − a11)(z − a22)− a21a12 if Ai is 2× 2

と「成分」を自然に定めると，前と同様に，qT ..= q
(1)
T · · · q(m)

T と
拡張版の特性多項式を定義．

しかし，

Aiは基底に依存する．この新しい qT の定義は妥当か？

確認する必要はあるが，妥当である．
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重複度の空白を埋めるべく 1

まず，新しい qT を構成する要素 q
(i)
T (T )(線型作用素の形式)は必ず

(T − αI)もしくは (T 2 + aT + b)という形をとる．

(**) M(T ;B)が区分的上三角となるように U の基底Bを取る．
区分行列はA1, . . . , Amで表す．任意の α ∈ Rについて，

|{j : Aj = [α]}| = dimnull(T − αI)dimU

が成り立つ．また a2 < 4bを充たす任意の対 a, b ∈ Rについて，

|{j : q(j)T (z) = z2 + az + b}| = dimnull(T 2 + aT + bI)dimU

2
.

理論の空白を埋めるのは，後者の「固有対」(a, b)にほかならない．
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重複度の空白を埋めるべく 2
先ほどの結果を丁寧に咀嚼して理解しよう．
M(T ;B)が区分的上三角 (区分行列A1, . . . , Am)となるように基
底Bを取る．

「固有対」について:
(*)まず，2× 2行列Aが固有値を持たない場合，a2 < 4bおよび以
下の等式を充たす a, b ∈ Rが存在する．

x2 + ax+ b = (x− a11)(x− a22)− a12a21.

(*)また，a2 < 4bならば，

T 2 + aT + bI が単射的でない ⇐⇒ dimnull(T 2 + aT + bI)dimU > 0.

かくて，ここで左辺を充たす任意の (a, b)を固有対 (eigenpair)と
いう．

▶ (a, b)が固有対ならば，q
(j)
T (z) = z2 + az+ bとなるようなAj

は必ず出現．
▶ 逆に，各 2× 2行列Aj について，dimnull(q

(j)
T (T ))dimU ≥ 2

が成立． 40



重複度の空白を埋めるべく 3

固有値について:

▶ α ∈ σ(T )ならば，ある指数 jでAj = [α]となる．
▶ 逆に，Aj = [α]ならば，α ∈ σ(T )がわかる．

重要な結論：

どの基底Bを使って qT を定めても，同一の多項式を得る．

もちろん，この結論を示すには，

q
(1)
T · · · q(m)

T = q
(π1)
T · · · q(πm)

T

という事実を用いる (πは任意の順列)．

したがって，拡張した qT の妥当性は確認済み．
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重複度の空白を埋めるべく 4
そもそも qT を拡張しようとしたのは，R上の重複度の利論的な
空白を埋めるためである．

Defn. 固有対 (a, b)の重複度 (multiplicity)を次のように定める．

d̃ ..=
dimnull(T 2 + aT + bI)dimU

2
.

(*)したがって，固有値 α1, . . . , αmと固有対 (a1, b1), . . . , (aM , bM )
をもつ T ∈ L(U)について，

dimU =

m∑
i=1

di +

M∑
j=1

2d̃j

という嬉しい結果が得られる．なお，0 ≤ m,M ≤ dimU で
max{m,M} > 0．
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不変部分空間の凱旋：構造をめぐる更なる知見

この議論をまとめるため，なかなか良い結果を紹介する．前の表
記を踏襲して，

Ui
..= null(T − αiI)

dimU , i = 1, . . . ,m

Ũj
..= null(T 2 + ajT + bjI)

dimU , j = 1, . . . ,M.

(**) R上の U について，

U = U1 ⊕ · · · ⊕ Um ⊕ Ũ1 ⊕ · · · ⊕ ŨM

と分解でき，また各 Ui, Ũj は間違いなく T -不変部分空間である．
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T 固有の不変量 1
F上，dimU = nとして T ∈ L(U)を考える．特性多項式を展開
して

qT (z) = zn + cn−1z
n−1 + · · ·+ c1z + c0,

と表すと，特に cn−1と c0が単純な形を取る．

c0 = (−1)nα1 · · ·αmb1 · · · bM
cn−1 = (−1)(α1 + · · ·+ αm − a1 − · · · − aM )

ここに線型作用素 T そのもののトレース (trace)と行列式
(determinant)が自ずと現れる．

traceT ..= α1 + · · ·+ αm − a1 − · · · − aM

detT ..= α1 · · ·αmb1 · · · bM .

これらを作用素版の量ととらえると，その行列版と一致すること
が幸甚．
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T 固有の不変量 2

(**)素晴らしい事実として，任意の基底Bに対して，

traceT = traceM(T ;B)

detT = detM(T ;B)

という等式が成立して，我々が安心．さらに，ここでの特性多項
式はめでたく古典の定義と一致する．

qT (z) = det(zI − T ).

これらの結果を示すことはさほど難しくない．Axler (1997,
Ch. 10)を参照．
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スパースな表現を求めて

最後に残っている「やや奥深い疑問」を思い出そう．

「三角化」と「対角化」の中間に位置する概念はあるか？

幸いにも，ある．また，対角未満でもこれよりスパースな上三角
形式はおそらく望めないだろう．

この概念とは，線型作用素 T の標準形 (canonical form)であり，こ
こで代表的なジョルダン標準形 (Jordan form)に着目．複素線型空
間ならば任意の T について求めることができる．

この結果を証明するための道具は揃っているが，段取りはここで
は省略．
Axler (1997, Ch. 8)や Horn and Johnson (1985, Ch. 3)で明解な証明
が述べられる．
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ジョルダン標準形
(**) C上の U で T ∈ L(U)を取る．以下の表現行列を成す基底BJ

が存在する．

M(T ;BJ) =

J1 ∗
. . .

0 Jm


ここで各区分行列 J (k × k，1 ≤ k)は以下の形をとる．

J =


α1 1 0

. . . . . .
. . . 1

0 αk

 .

Defn. このような基底を T のジョルダン基底 (Jordan basis)とい
い，M(T ;BJ)を T のジョルダン標準形 (Jordan form)という．

明らかに，任意の複素行列はジョルダン標準形の行列と相似で
ある． 47



講義内容

1. 不変部分空間と固有値，固有ベクトル
2. 議論を導く疑問，理論の礎をなす結果
3. やや入り組んだ話題
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講義内容

1. 不変部分空間と固有値，固有ベクトル
2. 議論を導く疑問，理論の礎をなす結果
3. やや入り組んだ話題
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